
HM III,IV - FormelsammlungMatthias Jung16. September 20081 KoordinatensystemePolarkoordinaten:
~r(t) =

(

x(t)
y(t)

)

=

(

r(t) · cos(ϕ(t))
r(t) · sin(ϕ(t))

)

Zylinderkoordinaten:
~r(t) =





x(t)
y(t)
z(t)



 =





r(t) · cos(ϕ(t))
r(t) · sin(ϕ(t))

z(t)



Kugelkoordinaten: (mit ϑ)
~r(t) =





x(t)
y(t)
z(t)



 =





r(t) · cos(ϕ(t)) · sin(ϑ(t))
r(t) · sin(ϕ(t)) · sin(ϑ(t))

r(t) · cos(ϑ(t))





Kugelkoordinaten: (mit Θ)
~r(t) =





x(t)
y(t)
z(t)



 =





r(t) · cos(ϕ(t)) · cos(Θ(t))
r(t) · sin(ϕ(t)) · cos(Θ(t))

r(t) · sin(Θ(t))





2 Standard-ParametrisierungenGerade:
~r(t) = ~A + t · ( ~E − ~A)

Kreis:
~r(t) =

(

x0

y0

)

+ R ·

(

cos(t)
sin(t)

)

3 Eigens
haften von KurvenLänge einer Kurve
L =

b
∫

a

||r′(t)||2dt
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4 KurvenintegralePotential:
Φ(x, y, z) = −ϕ(x, y, z)

Vektorfeld:
~F = ~∇ · ϕ(x, y, z)Bedingungen das ein Feld ein Vektorfeld ist:

• Ja
obimatrix ist Symetris
h
• rot(~F ) = 0Wegunabhängigkeit von Potentialfeldern:

∫

C

< ~F , d~x > = Φ(A)− Φ(E)

Ges
hlossene Kurve in einem Potentialfeld:Wenn innerhalb der Kurve keine Unstetigkeitsstellensind gilt:
∮

C

< ~F , d~x > = Φ(A) − Φ(A) = 0Integral über Vektorfeld:
∫

C

< ~F , d~x > =

b
∫

a

< ~F ,~r ′(t) > dt

Integral über Skalarfeld:
b

∫

a

ϕ(~r(t)) · ||~r ′(t)||2dtFluss dur
h eine ebene Kurve:
∫

C

< ~F (x), ~n(x) > ds =

∫

C

< ~F (x), d~n >mit d~n =

(

dy
−dx

)Satz von Green
∮

∂B

< ~w, d~n >=

∮

∂B

<

(

w1

w2

)

,

(

dy

−dx

)

> =

∫

B

div ~w dxdy =

∫

B

∂w1

∂x
+

∂w2

∂y
dxdy

5 VolumenintegraleA
hsenparalleler-Quader:
B = [a1, b1]× [a2, b2]× [a3, b3]

∫

B

f(x, y, z)dV =

b3
∫

a3





b2
∫

a2





b1
∫

a1

f(x, y, z) dx



 dy



 dz

Mit De
kel und Bodenfunktion: B̃ ist ein Berei
hin der x,y-Ebene.
B = {(x, y, z) | (x, y) ∈ B̃ , g(x, y) ≤ z ≤ h(x, y)}

∫

B

f(x, y, z)dV =

∫

B̃







h(x,y)
∫

g(x,y)

f(x, y, z)dz






dxdy
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6 Transformationen für Gebiets und VolumenintegraleIntegration dur
h Substitution:
∫

B

f(x, y)dxdy =

∫

B′

f (g1(x, y), g2(x, y))·

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

dudvKurz:
dxdy =

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

dudv

Funtkionaldeterminante:
∂(x, y)

∂(u, v)
=

(

∂(u, v)

∂(x, y)

)−1

=

∣

∣

∣

∣

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣

∣

∣

∣

Lineare A�ne Transformation in Normdreie
k
(

x
y

)

= ~p1 +
←→
T ·

(

u
v

)Mit
←→
T = (~p2 − ~p1, ~p3 − ~p1)

Wi
htige Verzerrungsfaktoren:Polarkoordinaten: dxdy = r · drdϕZylinderkoordinaten: dxdydz = r · drdϕdzKugelkoordinaten: dxdydz = r2sin(ϑ) · drdϕdϑ

7 Ober�ä
henintegraleTODOOber�ä
henintegrale über Skalarfelder
∫

S

f(x, y, z)dO =

∫

B

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ||~ru × ~rv||2 dudvOber�ä
henintegrale über Vektorfelder
∫

S

< ~v, d ~O >=

∫

B

< ~v , ~ru × ~rv > dudvSatz von GaussDer Fluss dur
h eine ges
hlossene Rand�ä
he kannmit hilfe der Divergenz und einem Volumenintegralbere
hnet werden (Satz von Green in der dritten Di-mension)
∫

B

div ~vdxdydz =

∮

S

< ~v, d ~O >

Satz von StokesDie Zirkulations eines Feldes entlang des Randes einerges
hlossenen Kurve ist der FLuss der Rotation desFeldes di
h die Flä
he die von der Kurve aufgespanntwird.
Λ =

∮

C=∂S

< ~v , d~x >=

∫

S

< rot ~v , d ~O >
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8 Di�erentialglei
hungenLineare DGL 1.Ordnung
y′(x) = a(x) · y(x) + b(x)Die DGL heisst homogen wenn b(x) = 0.Sei A(x) eine Stammfunktion von a(x) und man Mul-tipliziert die DGL mit e−A(x) und integriert so ergibtsi
h:

y(x) = c · eA(x) + eA(x)

∫

b(x) · e−A(x)dx

Ni
htlineare DGLN - Bernoulli DGL:
y′(x) = a(x) · y(x) + b(x) · yα(x) α 6= 0 ∧ α 6= 1Diese DGL kann in eine Lineare DGL transformiertwerden! Setze dazu:

z(x) = y1−α(x)

Seperierbare DGLN:
y′(x) = a(x) · b(y(x))

dy

dx
= a(x) · b(y(x))

∫

1

b(y(x))
dy =

∫

a(x)dy

Exakte DGLN:
〈(

dx
dy

)

,

(

a(x, y)
b(x, y)

)〉

= a(x, y)dx + b(x, y)dy = 0Bedingung für Exaktheit:
∂a

∂y
=

∂b

∂x
a =

∂f

∂x
und b =

∂f

∂y1 Mögli
hkeit zur Lösung (Es können fals
he Lösun-gen hinzukommen und ri
htige wegfallen!):
y′ = −

a(x, y)

b(x, y)2 Mögli
hkeit mit Hilfe von df = a dx + b dy: Kon-struktion Dur
h integrieren und Ableiten.Was tun wenn DGL ni
ht exakt?1 Mögli
hkeit: nutze Mögli
hkeit 1 von Oben.2 Mögli
hkeit: Integrierender Faktor:Finde einen Faktor φ der mit der DGL multiplizierteine exakte DGL hervorruft! Lineare DGL 2. Ordnung:
y′′(x) + a · y′(t) + by(t) = r(t)Die DGL heisst homogen wenn die Erregung r(t) = 0ist. Au
h hier gilt das SUperpositionsprinzip:

y(t) = yh(t) + yp(t)
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Ansätze für homogene Lösung2 Eigenfrequenzen: Starke Dämpfung
y1(t) = eλ1t und y2(t) = eλ2t

yh(t) = H1 · e
λ1t + H2 · e

λ2t1 Eigenfrequenz: Aperiodis
her Grenzfall
y1(t) = eλt und y2(t) = eλt

yh(t) = eλt(H1 + H2 · t)Komplexe Eigenfrequenz: S
hwingfall - S
hwa
h ge-dämpft
λ1 = λ2

λ = α + iβ

y1(t) = eαt · cos(βt) und y1(t) = eαt · sin(βt)

yh(t) = eαt(H1 cos(βt) + H2 sin(βt))

Variation der Konstanten(Bes
ha�en einer partikulären Lösung)DGL Typ:
y′′(x) + a · y′(t) + by(t) = r(t)Ansatz mit y1(t) und y1(t) als Fundamentalsystemder Homogenen DGL:

yp(t) = c1(t) · y1(t) + c2(t) · y2(t)Variierte Konstanten:
c1(t) = −

∫

r(t) · y2(t)

W (t)

c2(t) =

∫

r(t) · y1(t)

W (t)Wronskydeterminante:
W (t) =

∣

∣

∣

∣

y1(t) y2(t)
y′
1(t) y′

2(t)

∣

∣

∣

∣

Ansätze für inhomogene LösungTODO9 Lapla
etransformationHintransformation:
F (s) =

∞
∫

0

f(t) · e−stdt

Rü
ktransformation:
f(t) =

1

2πi

∞
∫

−∞

F (s)estds =

n
∑

k=1

Res
(

F (s) · est; sk

)mit n = Anzahl der Pole
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Wi
htige Transformationen:
HC(t) c s

1

s
· e−sC

δ(t) c s 1

δ̇(t) c s s

eαt c s
1

s− α

t · eαt c s
1

(s− α)2

sin(βt) c s
β

s2 + β2

cos(βt) c s
s

s2 + β2

e−αt · sin(βt) · s(t) c s
β

(s + α)2 + β2

e−αt · cos(βt) · s(t) c s
s + α

(s + α)2 + β2

sinh(at) c s
a

s2 − a2

cosh(at) c s
s

s2 − a2

tn

n!
· eαt c s

1

(s− α)n+1

tn c s
n!

sn+1

Sätze der Lapla
etransformation:
f(t) ∗ g(t) c s f(s) ·G(S)

f(t) · g(t) c s F (s) ∗G(S)

x(t± a) c s e±sa · F (s)

e±at · f(t) c s F (s∓ a)
t

∫

0

f(τ)dτ c s
1

s
· F (s)

1

t
· f(t) c s

∞
∫

s

F (σ)dσ

tn · f(t) c s (−1)n ·
dnF (S)

dsn

df(t)

dt
c s s · F (s)Lösen von Di�erentialglei
hungen:

f(t) c s F (s)

f ′(t) c s s · F (s)− f(0)

f ′′(t) c s s2 · F (s)− sf(0)− f ′(0)

f ′′′(t) c s s3 · F (s)− s2f(0)

−sf ′(0)− f ′′(0)Heavyside Funktion:
HC(t) =

{

0 t ≤ C
1 t > C

Flatung:
(f ∗ g)(t) =

t
∫

0

f(τ) · g(t− τ)dτ

10 Di�erentialglei
hungssystemeTODO11 FunktionentheorieDe�niton Komplexe Zahl:
z = x + i · y

z = |z| · eiφRealteil x:
x =

z + z̄

2Imaginärteil y:
y =

z − z̄

2

De�niton Komplexe Funktion:
f(z) = u(x, v) + i · v(x, y)Eine Komplexwertige Funktion ordnet jede komple-xe Zahl z genau eine komplexe Zahl w = f(z) zu.Die Funktion kann in zwei reelle Funktionen u und vzerlegt werden.
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Einfa
he Funktionen:Translation:
f(z) = z + bDrehstre
kung mit Translation:

f(z) = a(z − z0)Hauptwert des Logarithmus:
Ln(z) = ln|z|+ i ·Arg(z)

z2 = x2 − y2 + i · 2xy

1/z

=

x

x2 + y2
− i ·

y

x2 + y2Haupwtert des Arguments:
−π ≤ Arg(z) ≤ π

Bedingung für Holomorphie:Cau
hy Riemann DGLN:
∂u

∂x
=

∂v

∂y

∂u

∂y
= −

∂v

∂xKurz:
ux = vy uy = −vxAbleitung:

f ′(z) = ux + i · vy = vy − i · vx

Bedingung für harmonis
he Funktion:
∆U = uxx + uyy = 0Analog:

vxx + vyy = 0

−→ Potentialfeld
Konstruktion von Spiegelpunkten am Kreis

(z0 − ZM )(Z∗
0 − ZM )

Konstruktion von Spiegelpunkte an GeradeAllgemein:
|z − z1| = |z − z2|Eine Gerade senkre
ht auf der reellen A
hse:

z1 + z2

2
= z

11.1 Diri
let ProblemePoissonformel für die obere Halbebene.
u(x, y) =

y

π

infty
∫

−∞

uo(t)

(t− x)2 + y
dt

Poissonformel für den Kreis: TODO
Ansätze für Diri
letprobleme u = a ·Arg(z) + βFür TODO
u = a · y + β Für TODO
u = a · ln|z|+ β Für Ringe und Kreise
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Möbiustransformation:
a, b, c, d mit det

(

a b
c d

)

= ad− bc 6= 0 und m(z) = az+b
cz+d

Heisst Möbiustransformation.Konstruktion von Möbiustransformation:
m(z)− w1

m(z)− w3
·
w2 − w3

w2 − w1
=

z − z1

z − z3
·
z2 − z3

z2 − z1Hilfsmittel:
∗ −∞

∗ ∗ −∞
=
∞− ∗

∞− ∗∗
= 1

12 Sonstiges:Rotation:
rot ~F = ~∇× ~F =





∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z



×







∂
Fx

∂
Fy

∂
Fz






=

(

∂Fz

∂y
−

∂Fy

∂z

)

· ~ex +

(

∂Fx

∂z
−

∂Fz

∂x

)

· ~ey +

(

∂Fy

∂x
−

∂Fx

∂y

)

· ~ezDivergenz:
div ~F = ~∇ · ~F =

∂Fx

∂x
+

∂Fy

∂y
+

∂Fz

∂zSkalarprodukt
< ~a,~b >= |~a| · |~b| · cosα

kreuzprodukt
Inverse einer 2x2 Matrix

(

a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(

d −b
−c a

)
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Theoreme:
sin(2x) = 2 · sin(x) · cos(x)

sin(x) sin(y) =
1

2
· [cos(x− y)− cos(x + y)]

cos(x) cos(y) =
1

2
· [cos(x− y) + cos(x + y)]

sin(x) cos(y) =
1

2
· [sin(x− y) + sin(x + y)]

sin(x + y) = sin(x) · cos(y) + sin(y) · cos(x)

arctan(
1

x
) =

π

2
− arctan(x)

sin2(x) =
1

2
· [1− cos(2X)]

cos2(x) =
1

2
· [1 + cos(2X)]

arctan(
x

y
) =

π

2
− arctan(

y

x
)

Funktionsde�nitionen:Sinus:
sin(αt) =

1

2i

{

eiαt − e−iαt
}Cosinus:

cos(αt) =
1

2

{

eiαt + e−iαt
}Sinus Hyperbolikus:

sinh(αt) =
1

2

{

eαt − e−αt
}Cosinus Hyperbolikus:

cosh(αt) =
1

2

{

eαt + e−αt
}

Wi
htige Integrale:
∫

arctan(x)dx =
1

1 + xmit arctan(∞) = π
2 und arctan(−∞) = −π

2
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