FORMELSAMMLUNG (V.1)

Alle Formeln ohne Gewdhr auf Korrektheit

1) Auassagenlogik
Atomare Aussage /| Formel:
a,b,c,...
als Variablen die Werte Wahr oder Falsch
annehmen konnen

Grundlagen der Informationsverarbeitung

Literal:
Eine Aussagenlogische Formel —f oder f
heifst Literal falls f atomar ist.

Syntax der Aussagenlogig:

Formeln

1. Alle atomaren Formeln sind aussagenlogische Formeln
2. Fiir alle aussagenlogische Formeln fund g sind ( fA g) und ( fv g) aussagenlogische

3. Fir jede aussagen Formel f ist —f eine aussagenlogische Formel.
Kein anderer Ausdruck ist eine aussagenlogische Formel

Definition Teilformel:
Die Formel e ist eine Teilformel von e

LR

Ist evon der Form (fAg) oder (fVg) dann sind fund g Teilformeln von e.

Ist f eine Teilformel von e und ist g eine Teilformel von f, dann ist g eine Teilformel von e.
Kein anderer Ausdruck ist eine Teilformel von e.

Semantik der Aussagen-Logik:

Wahrheitswerte:

Die Menge {0,1}

Belegung:

Ist eine Funktion A:D—{0,1}

D = { atomare Formeln }

Ist eine Funktion A:E — {0,1}

E = { Alle Formeln die aus Ato.F. bestehen}

Operatoren absteigend geordnet (Stirke)
-a Negation (Nicht)

anb Konjunktion (Und)
aVvb Disjunktion (Oder)

a—b Implikation (statt —-aVb )

a=b Aquivalenz
(statt  (f)N(&)V(=f)A(g) )

Passend und Modell:

Sei feine Formel und A:E — {0,1} eine
Belegung.

Falls E alle in fvorkommenden atomaren
Formeln enthdlt, so heifit A zu f passend:

Falls A zu f passend ist und A(f)=1

AEf

A ist ein Modell fiir f

Erfiillbarkeit Tautologie Widerspruch:

Eine Formel f heifst erfiillbar wenn sie
mindestens ein Modell Besitzt

Eine Formel f heifst Tautologie (giiltig) wenn

Ef

Eine Formel heifst Widerspruch (unerfiillbar)
wenn keine zu f passende Belegung ein Modell

fiir fist. }: f

jede zu f passende Belegung ein Modell fiir f ist.

Folgerung:

fINFon . =8

Aquivalenz:

Zwei Formeln f und g heiflen dquivalent wenn
fiir alle Belegungen A, die sowohl zu f als auch
zu g passend sind, gilt A(f) = A(g).

f=g




Wichitge Aquivalenzen:
aNb=bAa x rativeesel
ommutaiivgesetrz
avVb=bVva

(anb)Ae=an(bAc)
(avb)ve=aVv(bVve)
an(bVve)=(anb)V(anc)
aV(bae)=(aVvb)A(aVe)
ana=a Idempotenzgesetz
ava=a

f-g=-fvg

—|(f—> g)E f Vg Negation, Kontraposition

fog=f-—g

Assoziativgesetz

Distributivgesetz

Wichtige Aquivalenzen 2:
an(aVvb)=a
aV(iarnb)=a

ahl=a an0=0 Neutrales Element
avli=l

aVvi0=a
ana=0

Komplement
avV-a=1

—(—~a)=a Doppelte Negation
-(anb)=-aV-b
-(avb)=-aA-b
fNAND g=~(f Ag) Nicht-Und
fNOR g=~(fVg) Nicht-Oder

Absorptionsgesetz

De Morgen

De Morgan allgemein:

_‘(i\zllfi) = </< ﬁfi)

=1

_‘(i/z\lfi) = <\; ﬁfi)

=1

Distributivgesetz allgemein:

<_\_71fi>A<\? g) = V[\n} 8]

j=1 i=1|j=1

n

(/_\1fi)A(/ri\llgj) = /,< [/n\l (givfj)

Resulutionsregel:
(aVb)A(=bVe)=(aVb)A(-bVe)AlaVe)
Vereinfachungsregel:
xV(txAy) = xVy

Konsensusregel:
(anb)V(-bAc)=(aAb)V(=bAc)V(anc)

Resulution:
c,=aVvb c,=bVve sei f eine Klauselmenge: RES(f):fU{r}
Es gilt ausserdem:
RES’(f)=f
RES™'(f)=RES(RES"(f))
r=avce RES*(f)IngoRES"(f)
Produktterm: Summenterm:
1. 1 1. 0

2. ein Literal
3. eine Konjunktion (und) von Literalen
wobei keine Variable mehr als einmal

auftritt z.B. (aAb)

2. ein Literal
3. eine Disjunktion (oder) von Literalen
wobei keine Variable mehr als einmal

auftritt  (aVvb)

DNF /| SOP Disjunktive Normalform | Sum of Products:
1. 0
2. ein Produktterm
3. Disjunktion von Produkttermen

KNF /| POS Konjunktive Normalform | Products of Sums:
1. 1
2. ein Summenterm
3. eine Konjunktion von Summentermen




Entwicklungssatz nach Shannon:
DNEF:

fla, ,a,) = a; A fla,...,Ala,)=1,
KNF:
fla, ,a,) = a; Vv flay,..,Ala,)=0,

a,) VvV ooa, A fla,,...

a,) A a; vV ofla,..

n

Tautologie-Priifung: Shannon einfach:
f ist Tautologie wenn — f unerfiillbar DNF: f=a,/|f | +a, [f |
f=g wenn —(f< g) unerfiillbar =1 =0
y KNF: f=la+|f |\ |a+|f |
=g wenn fA-g unerfiillbar i wto i wot
2). Digitale Schaltkreise:
Schreibweisen der Digitaltechnik: Wahrheitstabellen:
a+b statt aVvb
a -boder ab statt anb x |y | x| VT Ty e ey
a’ oder a statt —a 0 0 1 0 0 1 1 0 1
a=1 statt A(a)=1 ol 1111011111111 o0
;%g Siaz ]’::g 1t/o/ool1]/1]1]1]o0
sta >
g g 1 1 0 1 1 0 0 0 1
NOT: x—Xx AND: x-y—>z
false
- frue o— = X — Xy
X } O X o o i ' e
false ! v — true
: x v
OR: x+y—z NAND: x-y—z
false true
X - X +v X — t
) - true z L
Yy -0 1V — false o]
X oy | Xy
NOR: x +y —Z XOR: (Antivalenz) XNOR: (Aquivalenz)

true ©

false T—_/"

X ¥

X0y = x-y+x-y

> T o

Transistor als Schalter (Spannungsgesteurt)

nMos Transistor:
—| Schaltet: bei ,,1“ am Gate

Eignet sich um ,,0“ Durchzuschalten

pMos Transistor:
—o| Schaltet: bei ,,0“ am Gate

Eignet sich um ,,1“ Durchzuschalten

C-MOS Schaltungen:
Sind aus nMos und pMos Transistoren gebaut

und bestehen aus einem Pullup und einem
Pulldown Netzwerk.




3). Mengen und Relationen

Enumerative Menge:

M ={Elementl, Element2, ...}
Deskriptive Menge:

M={x | x mitder Eigenschaft P)

Teilmenge:
BC A Falls Elemente von B auch in A
enthalten sind.

Operationen auf Mengen:
ANB=(x | x€A A x€B]| Geschnitten
AUB:{.’)C | xX€EA V xEB} Vereinigt

A\B:{x |.’X,'€A A _'(.X'EB)} ,Ohne*

Kardinalitdit:
Die Anzahl der Elemente einer Menge bezeichnet
man als Kardinalitdt.

Disjunkt:
ANB=Q A undB haben nichts gemeinsam

Partition:

Die Menge von Teilmengen Ai fiir die gilt:
ANA =80
A= U A

1<i<n

AcA

Kartesisces Produkt:
C=A XB ist die Menge aller geordneten
Paare (a,b) mit aq€ A und beB

Potenzmenge:
ist die Menge aller Teilmengen der Menge A

die Potenzmenge hat Al elemente.
Beispiel:
P(la,b}))=(#,{a},{b],[a,b]]

Relation:
Eine Teilmenge R des produktes A XB der
Mengen A und B heisst bindre Relation.

Funktion:
Fc AXB falls gilt:
(a,b)eF und (a,c)eF —b=c
(Rechtseindeutig)
(a,b)eF (Linkstotal)

Eigenschaften von Relationen (R->A):
1 Reflexiv:
(a,a)ER | a€A
2 Symmetrisch:
(a,b)eR—(b,a)eR | a,beA
3 Antisymmetrisch:
(a,b)eRund(b,a)eR—a=b | a,beA
4 Transitiv:
(a,b)eRu.(b,c)eR—(a,c)eR | a,b,ce€A

Aquivalenzrelation:
reflexiv, symmetrisch und transitiv

Beispiel:
R={(1,1),(1,3),(1.5),(2,2),(2,4),(3,1),(3,3),(3.5),
(4,2),(4,4),(5,1),(5,3),(5,5)}

Beispiel fiir transitiv

Vertraglichkeitsrelation:

Wenn reflexiv und symmetrisch.
Halbordnung:

Wenn reflexiv, antisymmetrisch und transitiv

Bolsche Algebra, Hasse-Diagramm siehe Script




4). Graphen

Definition:

Ein Graph besteht aus einer nichtleeren Menge
V von Knoten (vertices) und einer Menge E von
Kanten (edges)

Gerichtet - Ungerichtet:

b b)

(a,b) {ab}
e Gerichtet e Ungerichtet

G=(V,E)

Teilgraph: Knotengrad:

Ein Graph G’ heisst Teilgraph des Grahen G Ungerichteter Graph:

wenn gilt: d(V)= Anzahl der Kanten des Knoten

V'cV und E'cE Gerichteter Graph:
d+(V)= Anzahl der wegfiihrenden Kanten

d -(V)= Anzahl der hinfiihrenden Kanten

5) Optimierung von Schaltkreisen.

Satz: Hauptsatz der Schaltalgebra:

Jede Boolsche Funktion lisst sich als Summe
von Produkttermen (DNF) und Produkt von
Summentermen (KNF) darstellen.

Zu jeder aussagenlogischen Formel gibt es eine
Darstellung in DNF und KNF

Minterme und Maxterme: Beispiel:
f=0—-MAXTERM (OR +) X1|X2 | f | Terme DNF (minterme):
x=0->x =y 2,)+ (2%,

x=15% 000 M =x,+x,

0| 1]1| m=x - x, DNF (maxterme):

f=1-MINTERM (AND-) F=(x tx,) (%, 4x,)

v=1 o 100 M,=x+x,
x=0 —-Xx 1|11 m=x - x,
Implikant: Primimplikant:

Ein Implikant ist ein Primimplikant falls durch
wegstreichen eines Literals im Implikanten kein
neuer Implikant fiir f entsteht.

Ein Monom P (eine Konjunktion von Literalen)
heisst Implikant fiir eine Funktion f wenn gilt:

p:]_ — f:]_

Satz von Quine:

Eine minimale Summe von Produkten fiir eine
boolsche Funktion besteht ausschliesslich aus
Primimplikanten.

Zusammenfassen von Monomen:
m i m 7

m#Fm; — X-y+x-yY mit dieser Regel

Weitere Verfahren und Themen sind im Script zu finden.

© 2007 Matthias Jung — Alle Formeln ohne Gewdhr auf Korrektheit
www.myzinsky.de



